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REDUCEREA PROBLEMEI DE ACOPERIRE A UNUI GRAF CU MULTIMI
CONVEXE LA PROBLEMA DE COLORARE A UNUI HIPERGRAF

ANATOLIE PRISACARU!

Abstract
The problem of a graph covering with convex sets is investigated. It is shown that this problem may be reduced to a
problem of a hipergraph colouring .

Key words: convex set, d-segment, graph, hypergraph, hypergraph coloring, independent set, metric, system of
cycles.
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Fie G = (X,U) — un graf conex, neorientat, fara muchii multiple si bucle, iar d(x, y) o metrica
obisnuita atasatd acestui graf, care este egald cu numarul de muchi ale lantului cel mai scurt ce
uneste varfurile x,y e X .

In continuare vom cerceta o submultime de varfuri M < X ,|M | < oo agrafului G=(X,U).
Vom spune, ca familia de submultimi S :{Sl,...,Sk} este o acoperire a multimii M cu
k
submultimi d —convexe, dacd M :USi,Si cM,i=1..k si fiecare S

1
i=1
d — convexa, adica pentru orice doua varfuri X,yes,, d —segmentul

(X, y) = {Z|d (x,y)+d(z,y)=d(x, y)} se contine in mulfimea S, .

este o multime

Acoperirea ce confine un numar minimal de submulfimi S, o vom numi minimala, iar
numarul de submulfimi din acoperirea minimala il vom nota cu N(M). Fard a incdlca generalitatea,

putem considera cd multimea M este conexa si M = X .
Definitia 1.[Zykov A., 1974, Berge C., 1973] Se numeste hipergraf perechea H =(X,E),

unde X este 0 multime de elemente numite varfuri, iar E este o familie de submultimi a multimii
X numite muchii ale hipergrafului.
Definitia 2.[Zykov A., 1974, Berge C., 1973] Se numeste colorare a hipergrafului H = (X,E)

orice colorare a varfurilor sale, astfel cd fiecare muchie a hipergrafului are cel pufin doua varfuri
colorate in culori diferite. Numarul minimal de culori necesar pentru a colora hipergraful H se
numeste numdr cromatic al hipergrafului si se noteaza cu y(H).

Fie M o multime finita, iar E = {Ei,..., Ek} o familie de submultimi a multimii M .

Definitia 3.[Euler R. 1983] Perechea (M,E) se numeste sistem de independenta, daca
elementele lui E satisfac relatiile:

YcXeE=YecE.

Multimea X < M se numeste independentd, daca X € E si dependenta in caz contrar.

Definitia 4. [Euler R. 1983] Multimea X €M se numeste ciclu al sistemului de
independenta (M,E), daca X este o multime dependenta minimala (dupd includere). Fie Q

multimea tuturor ciclurilor sistemului (M,E). Sistemul (M,Q) se numeste sistem de cicluri ce
corespunde sistemului de independentd (M ,E).

Pentru multimea M < X de varfuri ale grafului G =(X,U) definim sistemul de independenta
(M, E) si sistemul de cicluri (M,Q) in felul urmator:
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E={EcM[d-convEc M|;
Q={CgM|d—conchzM,VXEC,d—conv(C\x)gM}

Teorema 1. Sistemul de submultimi E={E,,..E,} ale multimii M = X este o partitie a

multimii M in multimi independente atunci si numai atunci, cind E determina o colorare a
hipergrafului H =(M,Q) cu k culori ((M,Q) este sistemul de cicluri, ce corespunde sistemului de

independenta (M,E)).

Demonstratie. Necesitatea. Daca E={E1,...Ek} este o partitie a multimii M in multimi
independente, atunci E determind o colorare a hipergrafului H = (M, (). Intr-adevir, pentru orice
CeQ avem d-convCz M, sideci C z E;,i=1,...,k. De aici urmeaza ca in C pot fi gasite doud

varfuri colorate in culori diferite.
Suficienta. Fie E={E,,...E,} determind o colorare a hipergrafului H =(M,<) in k culori.

k
Atunci UEi =M i ENE;=J pentru i#]j. Vom arita cda (M,Q) este un sistem de
i=1
independenta.
Presupunem contrariul. Fie cd existd j, 1< j<k pentru care mulfimea E; nu este o mul{ime

independenta, adica d —convE; « M . Vom alege un E; astfel ca d —convE; < M, iar pentru

orice Xe E} d —conv(E'j \X) = M . Aceasta inseamna ca E} eQ, dar atunci E= {Ei,...Ek} nu

determind o colorare a hipergrafului H = (M, Q). Contradictia obtinutd ne arata ca (M,Q) este un
sistem de independenta.

Consecinta. Daca sistemul de multimi E={E1,...Ek} determina o partitie a lui M 1in Kk
multimi independente, atunci M poate fi reprezentatdi ca o reuniune de K —submultimi
d —convexe.

Teorema 2. Fie M < X o submultime de varfuri ale grafului G=(X,U), iar (M,Q)
sistemul de cicluri, ce corespunde sistemului de independentd (M,E). Are loc relatia
N(M)= y(H),unde H=(M,Q) si y(H) este numarul cromatic al hipergrafului H .

Demonstratia rezulta din afirmatia teoremei precedente si din faptul ca colorarii minimale fi
corespunde o partitie minimala a multimi M 1n multimi independente.
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