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Abstract. In this article, necessary and sufficient conditions are given in which a set of a metric space is represented as 
a union of a finite number of convex sets. 
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În această lucrare sunt expuse condiții necesare și suficiente în care o mulțime din spațiul metric 
(𝑋𝑋,𝑑𝑑) poate fi reprezentată ca reuniune a unui număr finit de mulțimi d-convexe.  

Fie (𝑋𝑋,𝑑𝑑) un spațiu metric. 
Definiţia 1.[ Soltan V., 1994] Mulțimea 𝑀𝑀 ⊂ 𝑋𝑋 se numește mulțime 𝑑𝑑-convexă (convexă în raport 

cu metrica d), dacă pentru orice doua puncte 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑀𝑀 𝑑𝑑- segmentul  se conţine în mulţimea 𝑀𝑀. 
Definiţia 2. [Soltan V., 1994] Se numeşte învelitoare convexă a mulţimii 𝑀𝑀 ⊂ 𝑋𝑋 cea mai mică 

după includere mulțime 𝑑𝑑-convexă din 𝑋𝑋 ce conţine mulţimea 𝑀𝑀 şi se notează cu 𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑀𝑀. 
Pentru mulţimea M ⊂ X  vom defini operaţia: 𝑃𝑃(𝑀𝑀) = ⋃{〈𝑥𝑥, 𝑦𝑦〉 ∶ |𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑀𝑀}  şi vom nota: 

𝑃𝑃0(𝑀𝑀) = 𝑀𝑀, 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑀𝑀) = 𝑃𝑃�𝑃𝑃𝑘𝑘−1(𝑀𝑀)�, 𝑘𝑘 = 1, 2, … . 
Teorema 1. Pentru orice mulţime 𝑀𝑀  din spaţiul metric (𝑋𝑋,𝑑𝑑)  au loc relaţiile 

 𝑀𝑀 = 𝑃𝑃0(𝑀𝑀) ⊂ 𝑃𝑃1(𝑀𝑀) ⊂ ⋯ ⊂ 𝑃𝑃0(𝑀𝑀) ⊂ 𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑀𝑀 = ⋃ 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑀𝑀)𝑘𝑘≥0  . 
Definiţia 3.[ Prisăcaru A., 2012] Vom spune, că mulţimea 𝑀𝑀 ⊂ 𝑋𝑋 satisface condiţia (𝐴𝐴), dacă 

pentru orice submulţime de vârfuri 𝑆𝑆 ⊆ 𝑀𝑀 cu |𝑆𝑆| = 3 relaţia 𝑃𝑃1(𝑆𝑆) ⊆ 𝑀𝑀 implică 𝑃𝑃2(𝑆𝑆) ⊆ 𝑀𝑀. 
Teorema 2. Pentru mulţimea 𝑀𝑀 ⊂ 𝑋𝑋 următoarele condiţii sunt echivalente: 

1) mulţimea 𝑀𝑀 satisface condiţia (𝐴𝐴),
2) pentru orice 𝑆𝑆 ⊂ 𝑀𝑀 relaţia 𝑃𝑃1(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀 implică 𝑃𝑃2(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀,
3) pentru orice 𝑆𝑆 ⊂ 𝑀𝑀 relaţia 𝑃𝑃1(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀 implică 𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑆𝑆 ⊂ 𝑀𝑀

Demonstraţie. 1) ⇒ 2). Fie, că mulțimea  𝑀𝑀 satisfice  condiţia (𝐴𝐴). Vom presupune, că  𝑆𝑆 ⊂ 𝑀𝑀 și 
𝑃𝑃1(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀, iar 𝑃𝑃2(𝑆𝑆) ⊄ 𝑀𝑀. Dacă 𝑃𝑃2(𝑆𝑆) ⊄ 𝑀𝑀, atunci se vor găsi așa două puncte x și y din 𝑃𝑃1(𝑆𝑆), 
pentru care 𝑑𝑑- segmentul 〈𝑥𝑥, 𝑦𝑦〉 nu aparține lui 𝑀𝑀. Din relația 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑃𝑃1(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀 rezultă, că există așa 
puncte 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑 ∈ 𝑆𝑆 pentru care 𝑥𝑥 ∈ 〈𝑎𝑎, 𝑏𝑏〉 ⊂ 𝑀𝑀 și 𝑦𝑦 ∈ 〈𝑐𝑐,𝑑𝑑〉 ⊂ 𝑀𝑀. Să observăm, că 〈𝑎𝑎, 𝑐𝑐〉 ∪ 〈𝑎𝑎,𝑑𝑑〉 ⊂
𝑃𝑃1(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀. Deoarece are loc condiția 1) a teoremei rezultă în particular că și 〈𝑎𝑎, 𝑦𝑦〉 ⊂ 𝑀𝑀. Analog 
vom obține că  𝑃𝑃2(𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑) ⊂ 𝑀𝑀, deci și 〈𝑦𝑦, 𝑏𝑏〉 ⊂ 𝑀𝑀. 

Să cercetăm mulțimea 𝑁𝑁 = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑦𝑦} ⊂ 𝑀𝑀. Din cele demonstrate mai sus 𝑃𝑃1(𝑁𝑁) ⊂ 𝑀𝑀, dar aceasta 
implică 〈𝑥𝑥, 𝑦𝑦〉 ⊂ 𝑃𝑃2(𝑁𝑁) ⊂ 𝑀𝑀 . Deci presupunerea inițială a fost greșită. Aceasta demonstrează 
implicația 1) ⇒ 2). 

2) ⇒ 3). Fie  𝑆𝑆 ⊂ 𝑀𝑀 și 𝑃𝑃1(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀 implică 𝑃𝑃2(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀 pentru orice 𝑆𝑆 ⊂ 𝑀𝑀. Ușor de observat, că 
𝑃𝑃1�𝑃𝑃1(𝑆𝑆)� = 𝑃𝑃2(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀  (condiția 2)). Deoarece 𝑃𝑃1(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀 , din 2) vom obține, că 𝑃𝑃3(𝑆𝑆) =
𝑃𝑃2�𝑃𝑃1(𝑆𝑆)� ⊂ 𝑀𝑀. Presupunem, că 𝑃𝑃𝑙𝑙(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀 pentru orice 𝑙𝑙 ≤ 𝑘𝑘. Vom demonstra, că 𝑃𝑃𝑘𝑘+1(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀. 
Într-adevăr, 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑆𝑆) = 𝑃𝑃1�𝑃𝑃𝑘𝑘−1(𝑆𝑆)� ⊂ 𝑀𝑀 și atunci ținând cont că se îndeplinește condiția 2) va avea 
loc relația 𝑃𝑃𝑘𝑘+1(𝑆𝑆) = 𝑃𝑃2�𝑃𝑃𝑘𝑘−1(𝑆𝑆)� ⊂ 𝑀𝑀, astfel 𝑃𝑃𝑙𝑙(𝑆𝑆) ⊂ 𝑀𝑀 pentru orice valoare a numărului  natural 
𝑙𝑙. Rezultă, că 𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑆𝑆 ⊂ 𝑀𝑀. 

3) ⇒ 1) Din 3) trivial rezultă 1). Teorema este demonstrată. 
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Pentru mulțimea 𝑀𝑀 ⊂ 𝑋𝑋 vom defini graful 𝐺𝐺(𝑀𝑀) vârfurile cărui sunt punctele mulțimii 𝑀𝑀, iar 
(𝑥𝑥,𝑦𝑦) este o muchie a grafului 𝐺𝐺(𝑀𝑀) dacă și numai dacă 𝑑𝑑 − segmentul 〈𝑥𝑥,𝑦𝑦〉  nu se include în 
mulțimea 𝑀𝑀. 

Vom aminti, că graful 𝐺𝐺 = (𝑋𝑋;𝑈𝑈) se numește 𝑘𝑘 − partit, dacă vârfurile lui pot fi împărțite în 𝑘𝑘 
submulțimi disjuncte și fiecare muchie a grafului este adiacentă vârfurilor din submulțimi diferite. 

Teorema 3. Mulțimea 𝑀𝑀 ⊂ 𝑋𝑋 pentru care se satisface condiția (𝐴𝐴) poate fi reprezentată ca o 
reuniune de k mulțimi 𝑑𝑑-convexe dacă și numai dacă graful 𝐺𝐺(𝑀𝑀) este 𝑘𝑘 − partit. 

Demonstraţie: 
Necesitatea. Dacă mulțimile 𝑀𝑀𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,𝑘𝑘�����  sunt 𝑑𝑑 -convexe, atunci vârfurile grafului 𝐺𝐺(𝑀𝑀) , ce 

corespund fiecărei mulțimi 𝑀𝑀𝑖𝑖 nu sunt incidente două câte două, deci 𝐺𝐺(𝑀𝑀) este  𝑘𝑘 − partit.  
Suficiența. Fie, că mulțimea 𝑀𝑀  satisface  condiţia (𝐴𝐴)  și graful 𝐺𝐺(𝑀𝑀)  este 𝑘𝑘–  partit. Atunci 

vărfurile grafului 𝐺𝐺(𝑀𝑀) pot fi  împărțite în mulțimile 𝑉𝑉1,𝑉𝑉2, … ,𝑉𝑉𝑘𝑘  , că   în fiecare submulțime 𝑉𝑉𝑖𝑖 
vârfurile nu sunt incidente două câte două. Din definiția grafului 𝐺𝐺(𝑀𝑀) rezultă, că are loc relația 
𝑃𝑃1(𝑉𝑉𝑖𝑖) ⊂ 𝑀𝑀, 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛����� . Din Teorema 2 rezultă, că și 𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑉𝑉𝑖𝑖 ⊂ 𝑀𝑀, 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛����� , dar atunci 𝑀𝑀 =
⋃ 𝑉𝑉𝑖𝑖𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 ⊂ ⋃ 𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑉𝑉𝑖𝑖𝑘𝑘

𝑖𝑖=1 . Teorema este demonstrată. 
Rezultatele obținute sunt adevărate și în cazul spațiului metric 𝐿𝐿, unde  condiția (𝐴𝐴) se înlocuiește 

cu (𝐴𝐴∗), care denotă, că orice simplex de dimensiunea doi se include în mulțimea M dacă toate 
muchiile lui aparțin mulțimii 𝑀𝑀.  
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