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Abstract. In this article, necessary and sufficient conditions are given in which a set of a metric space is represented as
a union of a finite number of convex sets.
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In aceasta lucrare sunt expuse conditii necesare si suficiente in care o multime din spatiul metric
(X, d) poate fi reprezentata ca reuniune a unui numar finit de multimi d-convexe.

Fie (X, d) un spatiu metric.

Definitia 1.[ Soltan V., 1994] Multimea M c X se numeste multime d-convexa (convexa in raport
cu metrica d), daca pentru orice doua puncte x,y € M d- segmentul se confine in mulfimea M.

Definitia 2. [Soltan V., 1994] Se numeste invelitoare convexa a mulfimii M C X cea mai mica
dupa includere multime d-convexa din X ce contine multimea M si se noteazd cu d — conv M.

Pentru multimea M c X vom defini operatia: P(M) = U{{x,y) : |x,y € M} si vom nota:
Po(M) =M, P, (M) = P(P,_y(M)), k=1,2,....

Teorema 1. Pentru orice mulfime M din spatiul metric (X,d) au loc relatiile
M =Py,(M) c P,(M) c .- c Po(M) cd — conv M = Uyso P, (M) .

Definitia 3.[ Prisacaru A., 2012] Vom spune, cd multimea M c X satisface conditia (4), daca
pentru orice submultime de varfuri S € M cu |S| = 3 relatia P;(S) S M implica P,(S) S M.
Teorema 2. Pentru multimea M C X urmatoarele conditii sunt echivalente:
1) multimea M satisface conditia (A),
2) pentru orice S © M relatia P; (S) € M implica P,(S) c M,
3) pentruorice S € M relatia P;(S) € M implicid — convS c M

Demonstratie. 1) = 2). Fie, cd multimea M satisfice conditia (4). Vom presupune, cd S € M si
P;(S) € M, iar P,(S) ¢ M. Dacad P,(S) & M, atunci se vor gasi asa doud puncte x si y din P;(S),
pentru care d- segmentul (x, y) nu apartine lui M. Din relatia x, y € P;(S) € M rezulta, cé exista asa
puncte a, b, c,d € S pentru care x € (a,b) € M siy € (c,d) € M. Sa observam, ca {(a,c) U (a,d) C
P;(S) c M. Deoarece are loc conditia 1) a teoremei rezultd in particular ca si (a, y) € M. Analog
vom obtine ca P,(b,c,d) € M, decisi(y,b) € M.

Sa cercetam multimea N = {a, b, y} € M. Din cele demonstrate mai sus P, (N) c M, dar aceasta
implica (x,y) € P,(N) € M. Deci presupunerea initiala a fost gresitd. Aceasta demonstreaza
implicatia 1) = 2).

2) = 3). Fie S € M si P,(S) € M implica P,(S) € M pentru orice S € M. Usor de observat, ca
Pl(Pl(S)) = P,(S) € M (conditia 2)). Deoarece P,(S) € M, din 2) vom obtine, ca P;(S) =
P, (Pl (S)) C M. Presupunem, ca P;(S) € M pentru orice | < k. Vom demonstra, ca P,,,(S) € M.
Intr-adevar, P, (S) = P, (Pk_l(S)) C M si atunci tinand cont cd se indeplineste conditia 2) va avea
loc relatia Py11(S) = Py(P_1(S)) < M, astfel P,(S) © M pentru orice valoare a numarului natural
[.Rezultd,cad — convS c M.

3) = 1) Din 3) trivial rezulta 1). Teorema este demonstrata.
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Pentru multimea M < X vom defini graful G(M) varfurile carui sunt punctele multimii M, iar
(x,y) este o muchie a grafului G(M) dacd si numai daca d — segmentul (x,y) nu se include in
multimea M.

Vom aminti, cd graful G = (X; U) se numeste k — partit, daca varfurile lui pot fi impartite in k
submultimi disjuncte si fiecare muchie a grafului este adiacenta varfurilor din submultimi diferite.

Teorema 3. Multimea M C X pentru care se satisface conditia (A) poate fi reprezentatd ca o
reuniune de k multimi d-convexe daca si numai daca graful G(M) este k — partit.

Demonstratie:

Necesitatea. Daci multimile M;,i = 1,k sunt d -convexe, atunci varfurile grafului G(M), ce
corespund fiecarei multimi M; nu sunt incidente doua céte doua, deci G(M) este k — partit.

Suficienta. Fie, cd multimea M satisface conditia (A) si graful G(M) este k- partit. Atunci
varfurile grafului G(M) pot fi impartite in multimile V;,V,, ...,V , cd 1n fiecare submultime V;
varfurile nu sunt incidente doua cate doua. Din definitia grafului G(M) rezulta, ca are loc relatia
P(V)c M,i= 1,n. Din Teorema 2 rezulti, ci si d—convV; c M,i =1,n, dar atunci M =
UK., V; € UX, d — convV;. Teorema este demonstrata.

Rezultatele obtinute sunt adevarate si in cazul spatiului metric L, unde conditia (A) se inlocuieste
cu (A4%), care denotd, cad orice simplex de dimensiunea doi se include in multimea M daca toate
muchiile lui apartin multimii M.
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