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THE PROBLEM OF REPRESENTATION OF A POLIGONAL DOMAIN
AS A UNION OF THE MINIMUM NUMBER OF CONVEX POLIGONS

PROBLEMA REPREZENTARII DOMENIILOR POLIGONALE CA
REUNIUNE A UNUI NUMAR MINIM DE POLIGOANE CONVEXE

Anatolie PRISACARU*, PhD.

Abstract: The problem of partition of a poligonal domain with arbitrary holes into a minimal number of convex
parts is solved. It is show that this minimal number equals m+c-h-e, where m, ¢, h and e are respectively the
measure of local nonconvexity, the number of connected components, the number of formal holes, and the effective
number of region.
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1. Introducere

Problema prezentdrii unui poligon ca reuniune a unui numdr minimal de poligoane
convexe si disjuncte a fost cercetata in lucrarile (Cornienco, 1978), (Prisacaru, 1982),
(Soltan1994). In prezenta lucrare este prezentatd o generalizare a rezultatelor de mai sus.

Fie P un domeniu poligonal inchis (posibil multiconex) din planul de coordonate E .
Prin frontiera topologicd bdP a lui P vom intelege reuniunea unui numar finit de contururi
simple, astfel, ca fiecare doua dintre ele pot fi situate sau unul in interiorul celuilalt, sau unul in
afara celuilalt si pot avea doar varfuri comune.

Punctul x € E il vom numi interior pentru P, dacd el se contine in interiorul unui numar
impar de contururi, ce formeaza bdP . Multimea tuturor punctelor interioare a lui P formeaza
interiorul topologic int P .

Familia finita de segmente inchise S, ,...,S, si familia finitd de puncte izolate v,,..v, din
P, ce satisfac conditiile:

1) v,,..v, apartin multimii int P\ (s;,...,s,),
2) interiorul fiecarui s; se contine in int P,
3) daca segmentele S; si S; au un punct comun, atunci el este varf pentru ambele

segmente se numeste ornamentul lui P si se noteaza OrP .

In cele ce urmeazi vom introduce o topologie nestandarda in planul E .

Definitia 1. Multimile BdP :=OrP UbdP, IntP =P \ BdP se numesc respectiv frontiera
formald si interiorul formal al lui P. Fiecare componentd conexa si marginitd a mulfimii
E\IntP se numeste gaurd formala a lui P, iar componenta nemarginita a lui E \ IntP se
numeste exteriorul formal al lui P si se noteaza ExtP .

Din definitia de mai sus urmeaza, cd BdP, ExtP si fiecare gaura formala a lui P sunt
multimi inchise, iar IntP este o mulfime deschisd. De obicei gaura topologica a lui P este
definita ca o componentd inchisd a lui E \ P. Sa observam, ca gaurile topologice nu depind de
alegerea lui OrP .

Acum vom defini o partitie a lui P in poligoane convexe.
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Definitia 2. Vom spune ca poligonul P este divizat in poligoanele convexe R,,...,R,

q q
daca: | Jint R, < IntP < | JR;, IntR; N IntR; =0 pentru i # |
i=1 i=1

Cu alte cuvinte poligoanele convexe R,,...,R, sunt o partiie a lui P, dacd reuniunea lor

coincide cu P si frontiera formald BdP se contine in reuniunea frontierelor poligoanelor
R,,..R

e Ry
Definitia 3. Punctul w se numeste varf al lui P, daca se indeplineste macar una din
conditiile: 1) w este varf al unui contur, ce formeazd BdP . 2)w este un varf al segmentului s,

ce formeaza OrP . 3)w este un punct izolat din OrP . Multimea tuturor varfurilor lui P 0 vom
nota cu V (P).

Definitia 4. Segmentul inchis [x,z], x#z, se numeste segment elementar al lui BdP,
daca [x,z] = BdP si [x,z]NV (P) ={x, z}. Multimea tuturor segmentelor elementare din BdP 0
vom nota cu S(P).

Din definitie rezultd, cd daca doud segmente elementare t;,t; € S(P) au un punct
comun, atunci el este varf al ambelor segmente.

Observatia 1. Poligonul P se considera a fi determinat, daca sunt cunoscute multimile
int P, BdP, V(P). Usor de observat, ca BdP, si V (P) determina univoc S(P) .

2. Masura de neconvexitate locala

Fiecare varf v (dacd nu este un punct izolat din BdP ) este varful a cel putin unui unghi
interior a lui P . Fiecare unghi interior a lui P cu varful in v este marginit de doua segmente
elementare de forma [u,v], [v,w]. Vom permite ca laturile unui unghi interior sa coincida (in
asa caz marimea unghiului o vom considera de 27 ). Usor de observat, ca fiecare unghi interior
nu intrece marimea de 27 . Unghiurile de marimea mai mare ca 7 le vom numi concave.

Definitia 5. Varful v din P se numeste punct de neconvexitate locala, daca el este un
punct izolat din BdP sau varful unui unghi interior concav; in caz contrar se numeste punct de
convexitate locala a lui P.

Definitia 6. Masura de neconvexitate locala m(v) a varfului v din poligonul P se
defineste astfel:

1)  m(v)=0, daca v este un punct de convexitate locala,

2)  m(v)=1, daca v este un punct de neconvexitate locala, dar nu este un punct izolat,
3) m(v) =2, dacd v este un punct izolat din BdP.

Fie m(P) = Z m(v), unde se sumeaza dupa multimea V (P) a tuturor varfurilor Iui P .

Numarul m(P) se numeste mdsura de neconvexitate locald a lui P .

Acum vom demonstra doud leme care ne vor fi de folos mai jos.

Lema 1. Orice gaurda formald a poligonului P contine cel putin un punct de
neconvexitate locald din P .

Demonstratie. Fie H o gaura formala din P . Usor de observat, ca varful v al lui H,
pentru care suma X +Y a coordonatelor (X,Y) primeste valoare maximald, este un punct de
neconvexitate locald a lui P .

Lema 2. Poligonul P nu are puncte de neconvexitate locala, daca si numai daca fiecare
componentd a lui IntP este un poligon convex si deschis, adicd daca BdP divizeaza P 1in
poligoane convexe.
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Demonstratie. Poligonul P nu are puncte de neconvexitate locala, daca si numai daca
BdP nu are puncte izolate si fiecare unghi interior este nu mai mare decat x . De aici si rezulta
afirmatia din Lema 2.

3. Coarde efective.

In cele ce urmeaza vom descrie niste segmente ce joacd un rol important in divizarea
unui poligon arbitrar intr-un numar minimal de poligoane convexe.

Definitia 7. Segmentul [v,w] se numeste coarda efectiva, dacd se indeplinesc
urmatoarele conditii:

1) v si w sunt varfuri de neconvexitate locala,

2) intervalul v,w], cu exceptia poate a unui numar finit de puncte, se contine in IntP,

3) daca P’ se obtine din P prin adaugarea la BdP a segmentului [v,w], atunci
m’(v) =m(v) —1 s1 m’(w) =m(w) —1 (m’(x) este mdsura de neconvexitate locala a lui
X in P’)

4) daca x e BdP apartine si lui ]v W[, atunci x este varful comun al unor segmente
elementare, ce se aflda in unul din semiplanele generate de dreapta, care contine
segmentul [v,w].

Observatia 2. Orice doua coarde efective din P au cel mult un punct comun. Partea
proprie a unei coarde efective nu poate fi coarda efectiva.

Definitia 8. O familie de coarde efective din P se numeste admisibila, daca orice doua
coarde necoliniare nu se intersecteazd. Numarul maximal de coarde efective, ce formeaza o
familie admisibilad se numeste efectul poligonului P si se noteaza cu e(P).

Observatia 3. Dacd doua coarde efective ale unei familii admisibile din P au un punct
comun, atunci aceste coarde sunt coliniare si punctul lor comun este un varf izolat din BdP .

4. Adaugarea segmentelor la frontiera formala

Fiecare partitie a unui poligon P in poligoane convexe poate fi considerata ca o
procedurad de adaugare consecutiva a unor segmente inchise la frontiera formala BdP a lui. Mai
jos vom cerceta unele proprietati ale acestor adaugari.

Fie [x, z] = P un segment inchis, astfel, ca intersectia lui [x, z] cu BdP este o multime finita.

Vom spune, ca poligonul P’ se obtine din P prin adaugarea segmentului [x, z] la BdP , daca:
1) BdP’':=BdP U[Xx,z],
2) IntP’:=IntP \[x,z],
3) V(P =V (P)U{x, 23U (OrP N[x, z]),
4) x,zeBdP.
Observatia 4. Segmentul [x, z], care se adaugd la BdP, in general nu este un segment

elementar din BdP’, el insa este o reuniune de segmente elementare din BdP'.
Vom spune, cd adaugarea segmentului [x,z]c P la BdP micsoreazd cu o unitate

masura m(z) in P a varfului zeV(P), dacd m'(z)=m(z) —1, unde cu m’(z) se noteaza
masurain P" alui z.
Lema 3. Fie P’ este un poligon obtinut din P prin adaugarea la BdP a segmentului [x,w] = P,

astfel, ca w e P . Atunci m(w) —1<m’(w) <m(w), unde m’(w) este masurain P’ alui w.
Demonstratie. Daca W este un punct de convexitate locala din P, atunci evident
m(w) =m’(w) =0. Fie acum w un punct de neconvexitate locala din P, dar nu un punct izolat

din BdP . Atunci w este varful unui unghi interior concav. Fie acum [x,w] mparte acest unghi
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in doud unghiuri interioare. Daca unul din ele este concav, atunci m(w)=m’(w)=1. Daca
ambele unghiuri sunt convexe, m(w) —1=m’(w) =0.

Presupunem acum, ca w este un punct izolat din BdP . Atunci w este varful unui singur
segment elementar [u,w]eS(P') (evident [u,w] se contine in [x,w]). In acest caz
m(w) —1=m’'(w) =1.

Lema 4. Fie [v,w] o coarda efectiva a poligonului P, iar x,...,x, sunt toate varfurile
din P, care se contin in [v,w]. Adaugarea lui [v,w] la BdP micsoreaza cu o unitate masura in
P a tuturor varfurilor v,w, x,,...,X, .

Demonstratie. X, este capatul a cel putin unui segment elementar, fie [X.,z;]. Din

i =i
Definitia 7 rezulta, ca m(x;) =1 pentru toti i =1,...,r .

Notam cu P’ poligonul, ce se obtine d1n P adaugand la BdP segmentul [v,w]. Fata de
P" fiecare x; este varful a cel putin trei unghiuri interioare convexe (unul de marimea 7, iar
celelalte mai mici decat 7). Deaceea x; devine punct de convexitate locala in P’ si m'(x;)=0.
(m'(x;) este masurain P’ alui x;).Deaici m'(x;)=m(x;)-1.

Daca v este un punct izolat din BdP, atunci v este varful unui singur segment
elementar de forma [v,x;]€ S(P"). Astfel m’(v)=m(v) —1=1. Fie acum v nu este un punct
izolat din BdP . Atunci v este varful unui segment elementar, sa zicem [u,v] (vezi conditia 2)
din Definitia 7). In asa caz, v este un punct de convexitate locald pentru P’ si
m’(v) =m(v) —1=0. Analog m’(w) =m(w) —1=0.

In continuare vom introduce:

Definitia 9. Segmentul [x, z] se numeste coarda simpla, daca se indeplinesc urmatoarele
conditii:

1) x,zeBdP
2) intervalul deschis ]x, z[ se contine in IntP .

Observatia 5. Din Definitiile 4 si 9 rezulta, ca daca o coarda simpla [x,z] din P este
adaugata la BdP, atunci ea devine un segment elementar pentru poligonul P’ astfel, ca
BdP = BdP U[x,z], IntP’ = IntP\ ]x, z[, V(P) =V (P)U{x, z}.

Lema 5. Pentru orice varf v de neconvexitate locala a poligonului P exista o coarda
simpla [v, z] din P, a cérei adaugare la BdP micsoreaza cu o unitate masura m(v) .

Demonstratie. Varful v este sau un punct izolat din BdP , sau varful unui unghi interior
concav al lui P. Daca v este un punct izolat din BdP, atunci vom alege un segment [v, z]

astfel, cd ze BdP si |, z[< IntP. Coarda [v, z] este simpla pentru P si m'(v)=1 (m’(v)este
misura lui v in poligonul P’ obtinut din P prin adiugarea segmentului [v, z] la BdP). In acest
caz m(v) -1=1.
Fie acum v un varf al unui unghi concav din P format de segmentele [u,v] si [v,w].

VVom alege coarda [z,v] astfel, ca:

1) [z,v] si fie coliniard lui [v,w] si v e |z, ],

2) zeBdP si Jz,v[c IntP

Coarda [z,v] este simpla pentru P si m'(v) =m(v) —1=0. |
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5. Decompozitia ornamentului suplimentar

Fie, cd poligonul P este divizat in poligoanele convexe R,,...,R, cu ajutorul procedurii
de addugare a segmentelor, descrisd in compartimentul precedent. Vom nota cu L,,..., L,

contururile de frontierd ale poligoanelor R,,...,R, respectiv, si fie L:=L, U...UL,.

Cu W vom nota multimea varfurilor poligoanelor R,,...,R,. Sa observam, ca V (P) UW
imparte multimea L intr-o familie S de segmente inchise. Deaceea noi putem considera L ca o
frontiera formala a poligonului P,, pentru care BdP, =L, IntP, =IntP\L, V(R,)=V(P)UW,
S(R,)=S.

Evident, P si P, au acelasi interior topologic si frontiera topologica, iar fiecare
componentd conexd din IntP, este interiorul caruiva poligon convex R;.

Cum a fost mentionat mai sus, poligonul P, poate fi obtinut din P prin addugarea la
BdP a unor segmente inchise. In acest compartiment vom cerceta procedura inversa: a obtine
P din P, prin excluderea unor intervale deschise din BdP,. Vom studia deci “ornamentul
suplimentar” Y := L \ BdP..

Lema 6.(Soltan1994) Multimea Y =L\ BdP poate fi descompusa intr-o multime de
intervale deschise si disjuncte doua cate doua.

Definitia 10. Pentru orice decompozitic a mulfimii Y =L\ BdP intr-o multime de
intervale deschise si disjuncte |. =]x.,z,[, i=1....k, definim numerele 4 (l.), i=1...k in
felul urmator:

1) u,(1,)=0, daca x, ¢V (P) si z, ¢V (P),
2) (1) =m;(x;) —m;_; (x;), dacd x; eV (P) si z; ¢V (P),
3) w(l;)=m(z;)—m,(z;), daca x; V(P) si z; eV(P),
4) i () =[m; (%) = mi (X)]+[m; (z;) = m;, (z;)], dacdx; eV(P) si z; eV(P), unde
m; (w) este masura varfului weV (P) in P;.
Sé& observam, ca 0<m;(x;) —m;,(X;) <1, 0<m;(z;)-m (z;)<1

Atunci din Definitia 10 obtinem:
Observatia 6.

0<y,(l;) <2 pentru orice i =1,...,k,
u; (1) <1, daca cel mult unul din Xx,, z, este din V (P),
4;(l;) =0, daca ambele varfuri x;,z; nusuntdin V (P).
Observatia 7. Valorile lui #,(l,), i=1,...,k depind de numerotarea segmentelor I..

Este cunoscut rezultatul:
Teorema 1. (Soltan1994) Fie 3 ={l,,...,1,} o decompozitic a multimii Y =L \ BdP intr-

o multime de intervale deschise si disjuncte doud cate doud. Intervalele I ,...l, pot fi

numerotate astfel, ca 0< z, (I,) <1 pentru cel putin k —e din ele, unde e este efectul lui P .
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6. Rezultate auxiliare
In acest compartiment vom studia “ornamentul suplimentar” Y =L\BdP. Fie

3I={l,,....I, } este decompozitia lui Y 1in intervale disjuncte doud cate doua.

Lema7. m(P) =, (1) +...+ 2, (1)

Demonstratie. Daca varful weV (P) nu este capat al intervalului I, , atunci conform
Definitiei 6 m, (w) =m, ,(w) . Prin urmare pentru i=1,....k g (I,)=2"Im,(w) —m,_, (w)], unde
suma se ia dupa multimea tuturor varfurilor din P .

Conform Lemei 2, P, nu are puncte de neconvexitate locald. Deaceea m,(w) =0 pentru

fiecare varf w din P . In compartimentul precedent a fost mentionat, ci BdP, = BdP , deaceea
m, (W) = m(w) pentru toti weV (P). Atunci

Z i (1) = Z (Z'Tm; (W) = mi_; (W)]=X'm, (W) = X'm(w) = m(P) |

Lema 8. Pentru numarul k de intervale deschise |,,...,l,, ce descompun multimea Y , se

satisface relatia k >m —e, unde m este masura de neconvexitate locald a Iui P iar e este
efectul lui P.
Demonstratie. Conform Teoremei 1, intervalele 1 ,...,I, pot fi renumerotate cu indicii

1,....k, astfel, ca g (I.) <1 pentru cel putin k —e din ele. Notam I, ={l. € 3: . (l.)=r},
r=0,2. Deoarece 0<y;(l,)<2 pentru toti i=1,...,k, vom avea I=3,U3J, U3J, si
py (1) + oot 21, (L) = |3+ 23,

Din cele demonstrate anterior, |J,[<e. Acum tinind cont de Lema 8 avem
I, = (1) + ot g1, (L) =[S, 2 m —e.

Lema ce va urma contine o alta estimatie pentru numarul k de intervale deschise |,,...,1,

K =|To| +[3,] +3,|2 (3, + 2|3,)) -

din “ornamentul suplimentar”.
Sd notdm cu a, $i «, , respectiv numdrul de varfuri si numarul de segmente elementare

ale poligonului P . Numerele respective pentru P, le vom notacu g, si S, .

Lema 9. Daca multimea Y =L \ BdP se reprezintd ca o reuniune a intervalelor deschise
l,,...,],, disjuncte doua cate doua, atunci k = (5, —a,) — (5, — ;) -

Demonstratie. Vom reprezenta S, si g, sub forma g, =y, +9J,, B, =y, +6,, unde
Vo, 7, sunt respectiv numarul de varfuri din P, situate in Y $1 numarul de segmente
elementare, ce se contin in inchiderea Y , iar &,,5, sunt respectiv numarul de varfuri din P, si
numarul de segmente elementare din BdP,, ce se contin in BdP . Fiecare interval |, poate fi
descompus in felul urmator:

= b v [UQ U U JU L v ] rz2,

unde [v,,v,,], i=1...,r —1sunt segmente elementare din BdP,, si v,,...,v, sunt varfuri din P,;

i i+l

adica |, contin interiorul a r —1 segmente elementare din BdP, si r — 2 varfuri din P,. De aici

71— 7o =K.
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Dacd un segment elementar [v,w| din BdP contine in interiorul sdu careva varfuri
X;,-... X, din Py, atunci [v,w] contine g+1 segmente elementare din BdP,. De aici obtinem
0, —Q, =0, —a, sl

(B =) = (B — @) = (1, = 76) + (6, — ) = (8, — )] =K.

7. Relatia euler generalizata.
Lema ce urmeaza este o generalizare a relatiei Euler.

Lema 10. Pentru poligonul P se satisface relatia o, —, +C+h'=c’+h, unde:
a, este numarul de varfuri ale lui P,

«, este numarul de segmente elementare din BdP,
C este numarul de componente conexe din IntP ,
¢’ este numarul de componente conexe din P,

h este numarul de gduri formale din P,

h' este numarul de giuri topologice din P .

Demonstratie. VVom considera graful planar G, varfurile si muchiile carui sunt
respectiv varfurile si segmentele elementare ale poligonului P. Atunci G are «, varfuri si o,
muchii. Vom nota cu q numarul de componente conexe ale multimii E \ G (cu alte cuvinte, G
imparte E in g domenii deschise si conexe). Este bine cunoscutd relatia =, —a, + p +1,
unde p este numirul de componente conexe ale lui G . In notatiile noastre, q=h’+c+1, unde
unitatea vine de la ExtP .

Noi vom demonstra egalitatea p=c’+h prin inductie dupa h. Cazul h=0 este trivial:
p =c’. Vom presupune, ca relatia p=c’+ h este adevdrata pentru toate poligoanele cu cel mult
h <1 -1 gauri formale (I>1), si fie P un poligon cu | gauri formale. Sa presupunem, ca H
este o gaurd formald din P. Atunci H este separata de alte gauri formale si de ExtP de o
componentd conexd din IntP. Vom construi in Q un lan{ simplu ]Xl,...,xm[ astfel, ca x,

apartine lui H, iar x_ apartine unei alte gauri formale ori lui ExtP . In fiecare caz, adaugarea
lantului [X,,..,x, ] la BdP reduce cu o unitate ambele numere p si I. Din presupunerea
inductiei p—1=c’'+1—1 siatunci p=c’+1. In corespundere cu notatiile ficute anterior avem
a,—a,+c+h'=c'+h.

8. Numarul minimal de poligoane convexe
in cele ce urmeaza vom deduce o formuli de calculare a numirului minimal de
poligoane convexe in care poate fi divizat poligonul P cu ajutorul addugarii la frontiera formala
a unor coarde efective.
Teorema 2. Numarul minimal de poligoane convexe in care poate fi divizat poligonul P
este egal cu m+c—h-—e, unde:
m este masura de neconvexitate locala a lui P,
¢ este numarul de componente conexe ale lui IntP,
h este numarul de gauri formale din P,
e este efectul poligonului P .
Demonstratie. Fie r - numarul minimal de poligoane convexe in care poate fi divizat
P . Mai intai vom demonstra inegalitatea r <m+c—-h-—e.
Fie e>0, iar [x;,z] i=1...e o familie de coarde admisibile din P de putere

maximald. Vom nota cu P, poligonul obtinut din P prin addugarea la BdP a coardei [x,,z]. In
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asa caz unele varfuri din P pot fi situate in intervalul |x,,z,[. Le vom nota respectiv v,,...,v,.
Conform Definitiei 7, fiecare v este capatul caruiva segment elementar din BdP necoliniar cu
[X,,2, ] Deaceea addugarea lui [x,,z,] la BdP aduce la urmitoarele schimbdri:

l)masura de neconvexitate locald in P a varfurilor Xx;,v,,...,v,,z, Se micsoreaza cu 0

unitate (vezi Lema 4),

2)numarul h=h(P) de gauri formale ale lui P se micsoreaza cu p (>0) unitati si
numarul ¢ =c(P) de componente conexe ale lui IntP se mareste cu q (>0) unitati, astfel, incat
p+q=t+1,

3)numarul efectiv e(P) se micsoreaza cel mult cu o unitate. In asa caz

m(P)=m-t-2, c(P)=c+q,

h(Pl) =h-p, e(Pl) =e—1,

sim(R)+c(R)-h(P)-e(P)<m+c—-h-e.

Evident coardele [x,,z,], i=2,....e sunt coarde efective pentru P,. Dupa adiugarea

coardelor [x;,z,], i=2,....e la BdP, vom obtine poligonul P, pentru care

BdP, =BdP U (LeJ[xi .2,1), V(P,) =V (P).
i=1

Caurmare m(P,) +c(P,) —h(P,)—e(P.)<m+c—-h-e.

Séa observam, ca e(P,)=0. Intr-adevir, daci in P, ar fi cel putin o coarda efectiva |,
atunci conform Definitiei 7 familia {I,[Xi , Zi], i=1...,e}ar fi o familie admisibila de puterea
e+1 pentru P, ce este imposibil. Deaceea m(P,) + c(P,) —h(P,)<m+c—-h-e.

Fie acum m(P,)>0. Atunci in P, este un careva punct u de neconvexitate locala.
Conform Lemei 5, existd o coardd simpld [u,v] in P, addugarea cireia la BdP, micsoreaza cu o
unitate masura lui m(u) in P,. Vom nota cu P’ poligonul ce se obtine din P, prin addugarea
coardei [u,v] la BdP,. Totodata adiugarea acestei coarde ori micsoreaza cu o unitate numarul
h(P,) ori mareste cu o unitate numarul c(P,). Asa dar m(P') +c(P") —h(P)<m-+c—h—e.

Dupa aplicarea de mai multe ori a procedurii de adaugare a unei coarde simple vom
obtine poligonul P, care nu are puncte de neconvexitate locala, adica m(IS) =0. Conform
Lemei 1 h(P)=0. Ca urmare obtinem

c(P)=m(P) +c(P)-h(P)—e(P)<m+c—h—e.

Conform Lemei 2 fiecare componentd din IntP este un poligon deschis si convex.
Inchiderea acestor poligoane este o partifie a lui P in poligoane convexe. Deaceea

rgc(5)§m+c—h—e.

Acum vom demonstra inegalitatea inversa. Fie Q un poligon obtinut din P prin
adaugarea unor segmente la BdP, astfel, ca BdQ divizeaza IntQ in poligoane convexe. Notam
CU 7, si y, numdrul de varfuri si de segmente elementare din Q . Conform Lemei 11 avem

a,—a, +Cc+h'=c’+h

Yo — 71 +¢(Q) +h'(Q)=c'(Q) +h(Q)
pentru poligoanele P si Q respectiv. Evident h(Q) =0, c¢'(Q)=c’, h'(Q)=h".
Deaceea ¢(Q)=c~h+|[(r, — &)~ (v, —a,)].
Lemele 9 si 10 ne dau (y, —,) — (7, — ) =(k) >m—e.
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Deaici c(Q)>c—h+m-e.

Asa cum Q nu are puncte de neconvexitate locald, fiecare componenta conexa din IntQ
este un poligon deschis si convex (vezi Lema 2). Inchiderea acestor poligoane divizeaza Q (si
P) in c(Q) poligoane convexe. Deci orice divizare a lui P contine cel putin m+c—-h—-e
poligoane convexe. in particular, r>m+c—h—e.
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