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1. Scurte noţiuni introductive 
În această lucrare, am încercat să ana-

lizăm efectele extinderii rezultatelor în cazul 
normalităţii asimptotice pentru estimatorii 
obţinuţi atunci când utilizăm populaţii cu 
instrumente sensibile. Vom studia situaţia în 
care un parametru nu are creştere mai redusă, 

astfel ca �𝐾𝑛
𝑟𝑛

 să tindă către infinit. 
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1.  Short introductory notions 
In this paper we have tried to analyse the 

effects of results extension in the case of 
asymptotic normality for estimators achieved 
when we use population with sensitive instru-
ments. We shall study the situation in which a 

parameter does not record lower increase, so �𝐾𝑛
𝑟𝑛

 

would tend to infinite. 
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2. Consideraţii privind modelul cu 
ecuaţii simultane1 

Se va analiza modelul cu două ecuații 
simultane (SEM), de forma: 

2. Considerations on simultaneous equa-
tions model1 

In the demonstration we shall consider two 
simultaneous equations model (SEM): 

𝑦1𝑛 = 𝑦2𝑛𝛽 + 𝑋𝑛𝛾 + 𝑢𝑛,                                                       (1) 

𝑦2𝑛 = 𝑍𝑛𝜋 + 𝑋𝑛𝜑 + 𝑣𝑛,                                                        (2) 
 

unde, 𝑦1𝑛 si 𝑦2𝑛 sunt vectorii 𝑛 ⨯ ai observațiilor 
celor două variabile endogene ale sistemului. La 
rândul său, 𝑋𝑛 este o matrice 𝑛 𝑥 𝐽 a observațiilor 
variabilelor exogene J, incluse în ecuația (1), iar  

𝑍𝑛 este o matrice 𝑛 ⨯ 𝑥 𝐾𝑛 a observațiilor 
asupra variabilelor instrumentale 𝐾𝑛, sau a 
variabilelor exogene excluse din ecuația (1). 

La rândul lor 𝑢𝑛 si 𝑣𝑛 sunt 𝑛 ⨯ 1 vectori ai 
perturbanței aleatorice. 

Vom considera 𝜂𝑖 = (𝑢𝑖, 𝑣𝑖)′, unde 𝑢𝑖 și 𝑣𝑖 
sunt componente ale vectorilor aleatorii 𝑢𝑛,, 
respectiv 𝑣𝑛. 

Pentru situaţia prezentată vom emite 
următoarele ipoteze. 

• Presupunem că 𝜋 = 𝜋𝑛 = 𝑐𝑛
𝑏𝑛

 pentru unele 

secvențe de numere pozitive secvențiale 
{𝑏𝑛}, nedescrescătoare în n, și pentru unele 
secvențe non-aleatorii, 𝐾𝑛 𝑥 ⨯ 1parametrul 
vectorilor {𝑐𝑛}. 

• A doua presupunere (ipoteză) porneşte de 
la faptul că { 𝑍̅𝑖,𝑛: 𝑖 = 1, . . ,𝑛;𝑛 ≥ 1} este o 
mulțime triunghiulară pe 𝑅𝐾𝑛+𝐽 variabile 
aleatorii de prim-rang, unde 𝑍̅𝑖,𝑛 =
(𝑍𝑖,𝑛′ ,𝑋𝑖,𝑛′  )′ cu 𝑍𝑖,𝑛′ ,𝑋𝑖,𝑛′  exprimă rândul i 
din matricele 𝑍𝑛, respectiv 𝑋𝑛. 
Presupunem că: 
𝐾𝑛 → ∞ si 𝑛 → ∞ astfel încât 𝐾𝑛

𝑛
 → 𝛼, 

considerăm că 𝛼 satisface condiția  
0 ≤ 𝛼 < 1. 

De asemenea, 𝑚1𝑛 ↗ ∞, 𝑛 → ∞ și pre-
supunem că există constantele Dλ si D�λ, cu 

where, 𝑦1𝑛 and  𝑦2𝑛 are vectors  𝑛 ⨯ 1 of 
observations of the two endogenous variables of 
the system. 𝑋𝑛 is a matrix of 𝑛 ⨯ 𝐽 observations 
of exogenous variables  J, including in the 
equation (1) 

𝑍𝑛 is a matrix 𝑛 ⨯ 𝐾𝑛 of instrumental 
variables observations 𝐾𝑛, or exogenous variab-
les excluded from the equation (1) 

𝑢𝑛 and 𝑣𝑛 are 𝑛 ⨯ 1 vectors of random 
perturbations. 

We consider  𝜂𝑖 = (𝑢𝑖, 𝑣𝑖)′, where 𝑢𝑖 and 𝑣𝑖  
are components of random vectors  𝑢𝑛,, and 𝑣𝑛. 

For the situation described will make the 
following assumptions  
• We assume that 𝜋 = 𝜋𝑛 = 𝑐𝑛

𝑏𝑛
  for some 

sequences of positive sequential numbers 
{𝑏𝑛}, increasing in n, and for some non-
random sequences, 𝐾𝑛 ⨯ 1parameter vectors 
{𝑐𝑛}. 

• The second assumption it starts from the fact 
that { 𝑍̅𝑖,𝑛: 𝑖 = 1, . . ,𝑛;𝑛 ≥ 1} a triangular 
array 𝑅𝐾𝑛+𝐽 valued random variables, where 
𝑍̅𝑖,𝑛 = (𝑍𝑖,𝑛′ ,𝑋𝑖,𝑛′  )′ with 𝑍𝑖,𝑛′ ,𝑋𝑖,𝑛′  showing 
row i from matrices 𝑍𝑛, respectively 𝑋𝑛. 
Assuming that 
𝐾𝑛 → ∞ and  𝑛 → ∞ so that  𝐾𝑛

𝑛
 → 𝛼, we 

consider that 𝛼 satisfies  
0 ≤ 𝛼 < 1 

 
For 𝑚1𝑛 ↗ ∞, 𝑛 → ∞ and assuming that the 

following constants exist Dλ and D�λ, with 

1 Acest aspect a fost tratat sintetic şi în articolul „Unele elemente privind normalitatea estimatorilor bazaţi pe 
ecuaţie unică”, publicat în Revista Română de Statistică-Supliment nr. 2/2016, pp. 23-27, fiind o extensie a 
acestuia./ This aspect was synthetically approached in the article „Unele elemente privind normalitatea 
estimatorilor bazaţi pe ecuaţie unică”, published in Romanian Statistical Review -Supplement no. 2/2016, pp. 
23-27, being an extension of it. 
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0 < Dλ ≤ D�λ < ∞ astfel, încât: 

Dλ ≤ limn→∞ λmin �
𝑍�𝑛′ 𝑍�𝑛
m1n

� cu probabilitate 

ridicată                                                              (3) 
şi 

lım����n→∞ λmax �
𝑍�𝑛′ 𝑍�𝑛
m1n

� ≤ D�λ cu probabilitate 

ridicată                                                               (4) 
unde 𝑍̅𝑛 = (𝑍𝑛,𝑋𝑛) 

Vom considera în continuare că există șirul 
de numere pozitive reale { 𝑚2𝑛}, nedes-
crescătoare în n, şi 0 < Dc ≤ D�c < ∞, astfel, 

încât Dc ≤ lim
n→∞

(cn 
′ cn
m2n

) şi                                    (5)     

 lım����
n→∞

(cn 
′ cn
m2n

) ≤  D�c.                                   (6)    

A treia ipoteză denotă că 𝑍̅𝑛 si 𝜂𝑖 sunt 
independente pentru orice valoare a lui i și n. 

În continuare, vom emite ipoteza că: 
− 𝜂𝑖 ≡ 𝑖. 𝑖.𝑑. (0,∑),𝑢𝑛𝑑𝑒 ∑ > 0 şi 

∑�𝜎𝑢𝑢𝜎𝑣𝑢
 𝜎𝑣𝑢𝜎𝑣𝑣

 � 

− Există o constantă DȠ  
cu 0 < DȠ < ∞, astfel, încât 
max{𝐸�𝑢𝑖8�,  𝐸�𝑣𝑖8�} ≤ DȠ. 

− 𝐸�𝑢𝑖3� = 𝐸�𝑣𝑖3� = 𝐸�𝑢𝑖2𝑣𝑖� =  
= 𝐸�𝑢𝑖𝑣𝑖2� = 0. 

Ultima ipoteză pleacă de la faptul că vom 
considera aprioric raportul 𝑟𝑛 = m1nm2n.

𝑏𝑛2
 cu 

condiţia ca 𝑛 → ∞, 𝑟𝑛  → ∞ astfel, încât 𝑟𝑛
𝐾𝑛
→ 0, 

dar �𝐾𝑛
𝑟𝑛

→ 0. 

3. Normalitatea în cazul estimatorilor 
unei ecuații singulare1 

Ne vom concentra atenția asupra a trei 
estimatori: 

• Estimatorul LIML (Limited information 
maximum likelihood), de forma: 

0 < Dλ ≤ D�λ < ∞  so that: 

Dλ ≤ limn→∞ λmin �
𝑍�𝑛′ 𝑍�𝑛
m1n

� with high 

probability                                                         (3) 
and 

lım����n→∞ λmax �
𝑍�𝑛′ 𝑍�𝑛
m1n

� ≤ D�λ with high  

probability                                                        (4) 
where 𝑍̅𝑛 = (𝑍𝑛,𝑋𝑛) 

Next we will consider that it exists the string 
of positive real numbers { 𝑚2𝑛}, increasing n, 
and 0 < Dc ≤ D�c < ∞  , so that   

Dc ≤ lim
n→∞

(cn  
′ cn
m2n

)   and                               (5)   

 lım����
n→∞

(cn  
′ cn
m2n

) ≤  D�c.                                     (6) 

The third assumption   𝑍̅𝑛 and  𝜂𝑖 is indepen-
dent for any i and n. 

Next we shall assume that: 
− 𝜂𝑖 ≡ 𝑖. 𝑖.𝑑. (0,∑),𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 ∑ > 0 and 
∑�𝜎𝑢𝑢𝜎𝑣𝑢

 𝜎𝑣𝑢𝜎𝑣𝑣
  � 

− Exist a constant DȠ  
with 0 < DȠ < ∞, so that  
max{𝐸�𝑢𝑖8�,  𝐸�𝑣𝑖8�} ≤ DȠ. 

− 𝐸�𝑢𝑖3� = 𝐸�𝑣𝑖3� = 𝐸�𝑢𝑖2𝑣𝑖� =  

                       = 𝐸�𝑢𝑖𝑣𝑖2� = 0. 

The last hypothesis is based on the fact that 
we consider a priori the relation 𝑟𝑛 = m1nm2n.

𝑏𝑛2
  

with the condition that 𝑛 → ∞, 𝑟𝑛  → ∞ so 
𝑟𝑛
𝐾𝑛
→ 0, but �𝐾𝑛

𝑟𝑛
→ 0. 

3.  Normality in the case of estimators of a 
singular equation1 

We have three estimators: 
• Estimator LIML (Limited information 

maximum likelihood): 

1 Aspectele tratate în această secţiune au fost prezentate şi în contextul articolului „Unele elemente privind 
normalitatea estimatorilor bazaţi pe ecuaţie unică”, publicat în Revista Română de Statistică-Supliment nr. 
2/2016, pp. 23-27, în ideea de a completa şi argumenta demonstraţia prezentată şi concluziile care s-au desprins 
în final./ The aspects treated in this section were also presented in the context of the article „Unele elemente 
privind normalitatea estimatorilor bazaţi pe ecuaţie unică”, published in the Romanian Statistical Review-
Supplement, no. 2/2016, pp. 23-27, in the scope of development and argumentation on the demonstration 
presented and the conclusions drawn at the end. 
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β�LIML,n = (y2n' MXny2n-λ�LIML,ny2n' MZ�ny2n)-1 × (y2n' MXny1n-λ�LIML,ny2n' MZ�ny1n) ,    (7) 
 

 

unde λ�LIML,n este rădăcina cea mai mică a 
ecuației determinante: 

where λ�LIML,n the smallest root of the determined 
equation:  

 

det ��
y1n′ MXny1n y1n′ MXny2n
y2n′ MXny1n y2n′ MXny2n

� −  λn �
y1n′ MZ�ny1n y1n′ MZ�ny2n
y2n′ MZ�ny1n y2n′ MZ�ny2n

�� = 0                   (8) 

 
• Estimatorul LIML modificat Fuller 

(FLIML), obţinut din ecuaţia: 
• Estimator LIML  modified Fuller (FLIML): 

 
 

β�FLIML,n = (y2n′ MXny2n − k�FLIML,ny2n′ MZ�ny2n)−1 × (y2n′ MXny1n − k�FLIML,ny2n′ MZ�ny1n)    (9) 
 

unde k�FLIML,n=λ�LIML,n −
a

n−Kn−J
, pentru o 

constantă pozitivă.  
• Estimatorul B2SLS (Bias) se obţine din 

ecuaţia: 

where k�FLIML,n=λ�LIML,n −
a

n−Kn−J
, for a 

positive constant 
• Estimator B2SLS (Bias – corrected two-

stage least-squares): 
 

β�B2SLS,n = (y2n′ MXny2n − �
n

n − Kn + 2
� y2n′ MZ�ny2n)−1 × 

× �y2n′ MXny1n − � n
n−Kn+2

�y2n′ MZ�ny1n�.                                          (10)  

 
Toți acești 3 estimatori sunt excepţii ale 

estimatorului de clasă k definit prin: 
All these 3 estimators are special cases of 

the k class estimator definite by: 
 

β�k,n = (y2n′ MXny2n − ky2n′ MZ�ny2n)−1(y2n′ MXny1n − ky2n′ MZ�ny1n)                          (11)  
 

Următoarele teoreme prezintă principalele 
rezultate asimptotice ale acestei lucrări: 

Fie β�LIML,n definit ca prin ecuația (7). 
Atunci, sub ipotezele unu şi cinci avem: 

The following theorem shows the main 
asymptotic results of this work: 

Let β�LIML,n  be defined in equation (7). Then 
in hypothesis one and five we have: 

 

� ψn
σL,n

�(β�LIML,n − β0)
d
→ N(0,1), n → ∞, unde ψn = bn−2cn′ Zn′ MXnZncn 

 

Fie β�FLIML,n definit ca în ecuația (9). 
Atunci, sub aceleaşi ipoteze rezultă: 

Let β�FLIML,n be definite in equation (9). Then in 
hypothesis one and five we have: 

 

� ψn
σL,n

�(β�FLIML,n − β0)
d
→ N(0,1), n → ∞. 

 

Fie β�B2SLS,n definit ca în ecuația (10). 
Atunci, sub ipotezele considerate rezultă: 

Let β�B2SLS,n definite in equation (10). Then in 
hypothesis we have:  
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� ψn
σL,n

�(β�B2SLS,n − β0)
d
→ N(0,1), n → ∞, 

 
Având expunerea de mai sus, apreciind 

că cele cinci ipoteze sunt îndeplinite şi 
Ƞ𝑖~𝐸2(0,𝛩), unde 𝛩 = 𝜏∑ pentru o constantă 
pozitivă 𝜏 și 𝐸2(0,𝛩), atunci, există un număr 
întreg pozitiv N astfel, încât pentru orice 𝑛 ≥ 𝑁 
se verifică relaţia: 𝜎𝐵,𝑛

2 > 𝜎𝐿,𝑛
2  

Suppose that the all assumptions are fulfilled 
and Ƞ𝑖~𝐸2(0,𝛩), where 𝛩 = 𝜏∑ for a positive 
constant 𝜏 and  𝐸2(0,𝛩). Then there is a positive 
integer N so than for any 𝑛 ≥ 𝑁: 𝜎𝐵,𝑛

2 > 𝜎𝐿,𝑛
2  

Vectorul aleatoriu X de 𝑚 × 1 se spune 
că are o distribuție eliptică cu parametrii 
𝜇(𝑚 × 1) si 𝛩(𝑚 × 𝑚), dacă funcția de 
densitate are forma: 

Random vector X of 𝑚 × 1 is said to have 
an elliptical distribution with parameters 
𝜇(𝑚 × 1) and 𝛩(𝑚 × 𝑚) if density function has 
the form: 

 

𝑘𝑚(𝑑𝑒𝑡𝛩)−
1
2ℎ((𝑥 − 𝜇)′𝛩−1(𝑥 − 𝜇), iar/ but 

 
constanta normalizată 𝑘𝑚 și funcția ℎ(∙), 
conduc la 𝛩 definit pozitiv. 

for constant normalized𝑘𝑚 and function ℎ(∙), 
where 𝛩 is positively definite. 

 

If  𝐺𝑛 = 𝑃𝑍�𝑛 − 𝑃𝑋𝑛 − ( 𝐾𝑛
𝑛−𝐾𝑛−𝐽

)𝑀𝑍�𝑛 
 

Iar 𝑔𝑗𝑗,𝑛 şi 𝑔𝑖𝑗,𝑛 elementul j de pe 
diagonala matricei 𝐺𝑛 şi (𝑖, 𝑗), elementele din 
afara diagonalei matricei, sub incidenţa ipotezei 
doi, punctele unu şi doi, există următoarele 
relaţii dacă 𝑛 → ∞. 

And 𝑔𝑗𝑗,𝑛,  𝑔𝑖𝑗,𝑛 the j element on the matrix 
diagonal 𝐺𝑛 and  (𝑖, 𝑗) elements found off-
diagonal matrix. So, under hypothesis 4.2(a) and 
4.2(b), the following statements are met 
when 𝑛 → ∞. 

 

− 𝑇𝑟(𝐺𝑛4) =  𝑂𝑎.𝑠.(𝐾𝑛) 

−  ��𝑔𝑖𝑗,𝑛
4

𝑛

𝑗=1

=
𝑛

𝑖=1

𝑂𝑎.𝑠.(𝐾𝑛) 

−  ∑ [∑ 𝑔𝑖𝑗,𝑛
2

1≤𝑗<𝑘≤𝑛1≤𝑖≤𝑛 𝑔𝑖𝑘,𝑛
2 ]= 𝑂𝑎.𝑠.(𝐾𝑛) 

−  � 𝑔𝑖𝑖,𝑛2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑔𝑖𝑗,𝑛=
2 𝑂𝑎.𝑠.(𝐾𝑛) 

−  � 𝑔𝑗𝑗,𝑛
2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑔𝑖𝑗,𝑛=
2 𝑂𝑎.𝑠.(𝐾𝑛) 

−  � 𝑔𝑖𝑗,𝑛
2

1≤𝑖<𝑗<𝑘≤𝑛

𝑔𝑖𝑘,𝑛=
2 𝑂𝑎.𝑠.(𝐾𝑛) 

−  � 𝑔𝑖𝑗,𝑛
2

1≤𝑖<𝑗<𝑘≤𝑛

𝑔𝑗𝑘,𝑛=
2 𝑂𝑎.𝑠.(𝐾𝑛) 

−  � 𝑔𝑖𝑘,𝑛
2

1≤𝑖<𝑗<𝑘≤𝑛

𝑔𝑗𝑘,𝑛=
2 𝑂𝑎.𝑠.(𝐾𝑛) 

− 𝑇𝑟(𝐺𝑛2) =  𝑂𝑎.𝑠.(𝐾𝑛) 
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−  �𝑔𝑗𝑗,𝑛
2

𝑛

𝑗=1

=  𝑂𝑎.𝑠.(𝐾𝑛) 

−  � 𝑔𝑖𝑗,𝑛=
2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑂𝑎.𝑠.(𝐾𝑛) 

 
În cazul în care 𝐺𝑛 şi 𝑔𝑗𝑗,𝑛 şi 𝑔𝑖𝑗,𝑛 

definite anterior, atunci, sub ipotezele doi, 
punctele unu şi doi, cu condiţia ca 𝑛 → ∞, 
deduce relaţia: 

If 𝐺𝑛and 𝑔𝑗𝑗,𝑛 and 𝑔𝑖𝑗,𝑛 defined before, then 
under the hypothesis 2, points 1 and 2, with 
condition  𝑛 → ∞ gives us the relation: 

 
 

∑ (𝐸(1≤𝑖<𝑗≤𝑛 𝑔𝑖𝑗,𝑛
2 )2 = 𝑂(𝐾𝑛) si ∑ 𝐸(𝑔𝑖𝑗,𝑛

2
1≤𝑖<𝑗<𝑘≤𝑛 )𝐸(𝑔𝑖𝑘,𝑛

2 ) =  𝑂(𝐾𝑛). 
 

Considerând în continuare 𝐺𝑛 definit și fie 
𝑔𝑗𝑗,𝑛 si 𝑔𝑖𝑗,𝑛 elementul j de pe diagonala matricei 
𝐺𝑛, respectiv elementul (𝑖, 𝑗) din afara diagonalei 
matricei, atunci, sub ipotezele doi, punctele doi şi 
patru când 𝑛 → ∞ 

Let us consider 𝐺𝑛 defined and let  𝑔𝑗𝑗,𝑛 and 
𝑔𝑖𝑗,𝑛 be the j element on the matrix diagonal 
𝐺𝑛, respectively the element (𝑖, 𝑗) from off-
diagonal matrix. Then under the hypothesis 2, 
points 2, 4 when 𝑛 → ∞ 

 
1
𝐾𝑛2

� 𝐸(
1≤𝑖<𝑗<𝑘≤𝑛

𝑔𝑖𝑘,𝑛𝑔𝑗𝑘,𝑛𝑔𝑖𝑙,𝑛𝑔𝑗𝑙,𝑛) = 𝑜(1) 

 
De asemenea, ipotezele unu şi cinci 

conduc la relaţia:  

𝑏𝑛−1𝐾𝑛
−1/2𝑐𝑛′ 𝑍𝑛′ 𝑀𝑋𝑛𝑢𝑛

𝑝
→ 0 cand 𝑛 → ∞. 

În final, vom considera {𝑋𝑖,𝑛,𝐹𝑖,𝑛, 1 ≤
𝑖 ≤ 𝑙𝑛,𝑛 ≥ 1} o matrice pătratică şi integrabilă, 
de diferențe martingale. De asemenea, dacă 
𝑙𝑛 ↗ ∞, 𝑛 → ∞, pentru orice 𝜀 > 0, obţinem 
relaţiile: 

Hypothesis one and five lead to 

𝑏𝑛−1𝐾𝑛
−1/2𝑐𝑛′ 𝑍𝑛′ 𝑀𝑋𝑛𝑢𝑛

𝑝
→ 0 when 𝑛 → ∞. 

In the end we shall consider that 
{𝑋𝑖,𝑛,𝐹𝑖,𝑛, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙𝑛,𝑛 ≥ 1} a square array, 
integrated, of martingale differences. Also, let 
𝑙𝑛 ↗ ∞, 𝑛 → ∞, we suppose that for any 𝜀 > 0, 

 

 

�𝐸[𝑋𝑖,𝑛2 I(|𝑋𝑖,𝑛| > 𝜀)|ℱ𝑖−1,𝑛]
𝑙𝑛

𝑖=1

𝑝
→ 0  

și/ and  

�𝐸[𝑋𝑖,𝑛2 |ℱ𝑖−1,𝑛]
𝑙𝑛

𝑖=1

𝑝
→ 1  

 
În concluzie, se deduce,  
∑ 𝑋𝑖,𝑛
𝑙𝑛
𝑖=2

𝑑
→ 𝑁(0,1). 

 

In conclusion we have, 
 ∑ 𝑋𝑖,𝑛

𝑙𝑛
𝑖=2

𝑑
→ 𝑁(0,1). 

 
4. Concluzii 
Derivând limitele distribuțiilor estimato-

rilor, se presupune că acestea vor creşte cu o rată 
mai redusă decât a numărului de instrumente. 

4. Conclusions  
By derivating the limits for the estimators’ 

distribution, it is assumed that these limits will 
increase by a rate which is lower than the number 
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Aceasta presupune că estimatorii consideraţi, 
fiind definiţi prin configurarea unor elemente 
sensibile, înseamnă că generează o creştere 
moderată.  

Rezultatele obţinute evidenţiază că se 
poate lucra cu instrumente mai sensibile, 
neexistând riscul ca acestea să difere de 
valoarea estimată. 

În cazul instrumentelor sensibile, se 
constată că estimatorii, indiferent de gradul lor, 
sunt echivalenți. Deși este un caz particular, 
putem trage concluzia că normalitatea 
asimptotică pentru estimatorii ecuației singu-
lare, în cazul unei populații cu instrumente 
sensibile, este verificată. Studiul prezentat 
evidențiază că, în utilizarea estimatorilor 
ecuațiilor singulare, atunci când se aplică unor 
populații cu instrumente, ratele de convergență 
și varianță diferă de situația instrumentelor 
puternice. 

of instruments. This facts assumes that the 
estimators considered, defined through the 
configuration of some sensitive elements, mean a 
given moderate increase. 

The results achieved emphasize that the 
more sensitive instruments can be worked with, 
the risk that they differ from the estimated value 
is non-existent. 

In the case of sensitive instruments, it is 
observed that the estimators are equivalent, 
regardless their grade. Even if it’s a particular 
case, we can conclude that the asymptotic 
normality for the estimators of the singular 
equation, in the case of a population with 
sensitive instruments, is verified. The present 
study outlines that in the use of singular 
equations estimators, when applied to population 
with instruments, the convergence and variance 
rates differ from the situation of strong 
instruments. 
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